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BAREM CLASA a lll-a

Problema 1

Suma a trei numere naturale este 74. Daca din primul se scade 17, din al doilea 25 si din al
treilea 20, se obtin numere egale.

Care sunt cele trei numere initiale ?
Barem de evaluare:

at+b+c=74 3p
a—17=x 3p
b—-25=x
c—20=x
X 17 . 3p
a L @ @
X > 74
L @ e L
b
e X ° 20 e
c _
17 + 25+ 20=62 3p
74 -62 =12 3p
X=12:3=4 3p
Finalizare: 4 + 17 =21 45p
4+25=29
4+20=24
Total | 22,5p
Problema 2

Aflati valoarea numarului natural a din relatia:
{45363 — [536 + 387 — (2xa + 48 — 10)]} — 484 x 8 = 40622
Barem de evaluare:

{45363 — [536 + 387 — (2x a + 48 — 10)]} — 3872 = 40622 3p
{45363 — [536 + 387 — (2x a + 48 — 10)]} = 44494 3p
[536 + 387 — (2xa + 48 — 10)] = 869 3p
[923 — (2x a + 48 — 10)] = 869 3p
2xa+48—10=54 3p
2xa+48 =64 3p
Finalizare:a =8 45p
Total | 22,5p




Problema 3
O clasd de elevi de a Ill-a fac o excursie montand in patru zile. In prima zi parcurg o distant
de 4 ori mai mica decdt lungimea totala a traseului, a doua zi parcurg o distantd de trei ori mai mica

decat mai aveau de parcurs, a treia zi jumdtate din ce a mai ramas de parcurs, iar in a patra zi
restul de 50 km.
Care este lungimea totald a traseului ?

Barem de evaluare:

p p p p lungimea traseului 3p
e P o lungimea parcursa prima zi (p) 1,5p
o P o P o P olungimearamasa de parcurs 3p
e P e lungimea parcursa a doua zi (p) 1,5p
o P o P o lungimea rdmasa de parcurs 3p
o P o lungimea parcursa a treia zi (p) 1,5p
e P o lungimea ramasa de parcurs 3p
e P o= 50km lungimea parcursa a patra zi 1,5p
prp+tp+50=4p 1p
3p+50=4p ip
p=50km ip
Finalizare: 50 x 4 = 200 km 1,5p
Total | 22,5p

Problema 4

Andrei a scris pe o foaie toate numerele naturale de trei cifre care au cifra sutelor egala cu
suma dintre cifra zecilor si cifra unitatilor.
a) Aflati cate numere de acest tip a scris Andrei pe foaie.
b) Daca ordonam descrescator aceste numere, aflati cel de-al 26-lea numar din sir.
¢) Calculati suma primelor 10 numere din sirul descrescator.
Gazeta Matematicd/2026
Barem de evaluare:

a) Numerele sunt de forma abc ,a.l. a=b+c a,b,c—cifre A #0 ..........coooecvvvveeeeeeaaeeennn, 1p
a=1>= 101,110 e 1010 4 T=1 < 1,5p
a=2 > 202,211,220 e 1010 4 T=1 <R 1,5p
a=3= 303,312, 321, 330 e (0T 4 T=1 o < 1,5p
a=4= 404 ,413 ,422 , 431 , 440 SENUMErE e 1,5p
................................................................................... 3p

a=7 = 707,716,725, 734,743,752, 761, 770 o - 2 2101 0[] 1,5p
a=8= 808,817, 826, 835,844,853, 862,871, 880 e 10 4 1= o T 1,5p
a=9= 909,918,927 ,936, 945,954,963, 972, 981,990 - 10 NUMEIE ....ccccevurrerrrereeaeeeeerenrnnns 1,5p
S =2+3+445+46+7 4849410 = 54 @ NUMEIE coeeiiiieeeee ettt ee et ee e e e vraaaas 1,5p

b) Ordonam descrescator : 990, 981,972,963, 954,945,936, 927,918,909, 880, 871, 862, 853,
844,835, 826,817,808,770,761,752,743,734,725,716,707, ..., 110,101. => cel de-al 26-
A NUMAT @STE 716, oottt e s s se s e s eseseseesasaasaeaeeeaaeseseseereresanaeaees 35p
€)S=990+ 981 + 972 +963 + 954 + 945 4936 +927 + 918 + 909 =9495 .....coeeecveeetreeeee e 3p
Total: 22,5 p

Fiecare subiect se noteaza cu 0 — 22,5 puncte.
Pentru problemele rezolvate ,, prin incercari” se acorda maximum 12,5 puncte.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Problema 1
Cate numere naturale de patru cifre au produsul cifrelor egal cu 0?
Barem de evaluare:

Numerele de patru cifre au forma : abcd 3p
Produsul cifrelor este O daca una din cifrele care formeaza numarul este 0. 3p
1000 < abcd < 9999 3p
Numarul total de numere de 4 cifre este egal cu 9999 — 1000 + 1 = 9000 3p
Daca numéirul abcd nu contine cifra 0, atunci cifrele a, b, ¢, d pot avea 9 valori fiecare. 3p
Deciavem 9x9x9x9 =6561 de numere care nu contin cifra 0. 3p
Finalizare: 9000 — 6561 = 2439 de numere au produsul cifrelor egal cu 0. 45p
Total | 22,5p
Problema 2

Determinati numerele naturale abc stiind ca, impartitela 7, dau catul bc si restul a.
Gazeta Matematica 2/2026
Barem de evaluare:

Din enunt avem  abc=7bc +a 3p
100a+bc=7bc+a 3p
99 a=6bc 15p
33a=2bc > 1,5p

a=1=33=2bc -imposibil, a=2=66 =2 bc = bc =33 = abc = 233 3p
a=3=99 =2 bc -imposibil, a=4= 132 =2 bc = bc =66 = abc = 466 3p
a=5=165=2 bc - imposibil, a=6= 198 =2 bc = bc =99 = abc = 699 3p
Pentru @ > 6 relatia este imposibila. 1,5p
Finalizare: Numerele sunt 233, 466 si 699. 3p
Total | 22,5p
Problema 3

Determinati numerele naturale de forma abecd cu a#b #c #d, care indeplinesc
simultan conditiile:

1) a-b=3
2) b-c=3
3) c+d=a
Barem de evaluare:
a—b=3=>a=b+3 3p
b—c=3=>b=c+3
a=c+3+3=>a=c+6 1,5p
c+d=a=>c+d=c+6=>d=6 3p




agestecifrasia=c+d=>c+6<9=>c<3 3p
Din relatiile de mai sus, prininlocuire, avem: 2p
c=0;a=6b=23;d=6,dara = d,deci abcd = 6306 nu convine,
c=1,a=7,b=4,d =6 = abcd = 7416, 2,5p
c=2a=8b=5d=6 = abcd = 8526 25p
c=3a=9b=6d=6darb = d,deci abcd = 9636 nu convine 2p
Finalizare: Numerele abcd care indeplinesc conditiile cerute sunt 7416 si 8526. 3p

Total | 22,5p
Problema4

Codul PIN al unui telefon se numeste ,,smecher" daca este format din patru caractere. Pe prima
pozitie este o litera din alfabetul limbii romane, fara diacritice. Pe urmatoarele doud pozitii sunt cifre
din sistemul zecimal de numeratie. Pe ultima pozitie este unul dintre urmatoarele caractere : @ , $ ,% ,
&,*  #.

a) Cate coduri PIN ,,smechere ’se pot genera?

b) Timpul necersar pentru a verifica daca un cod PIN este ,,smecher” este de o (una) secundd.

Aflati de cat timp ar fi nevoie pentru a verifica corectitudineatuturor codurilor,, smechere”.
Barem de evaluare:

a) Numarul de litere fara diacritice din alfabetul limbii romane este de 26, deci prima pozitie 3p

poate fi completata in 26 de moduri.

A doua pozitie poate fi completata in 10 moduri. 3p

A treia pozitie poate fi completata in 10 moduri. 3p

A patra pozitie poate fi completata in 6 moduri. 3p
Numarul total de coduri ,smechere” este: 26 x 10 x 10 x 6 = 15600. 3p

b) Timpul necesar pentru a verifica toate cele 15600 de coduri ,smechere” este de 15600 s 25p

1ora =3600 s 2p

15600 : 3600 =4 hsi 20 min 3p

Total | 22,5p

Fiecare subiect se noteaza cu 0 — 22,5 puncte.
Pentru problemele rezolvate ,,prin incercari” se acorda maximum 12,5 puncte.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Problema 1 a) Aritati cd 15% + 242 + 352 = 2026

b) Scrieti  20262°27 ca sumai de cinci pitrate perfecte.

Solutiea) 15% + 242+35%2 = 225+ 576 + 1225 = 2026 ........cooooiiiiiiiiieniineennnnnnnn,

b) 9% + 122 + 212 + 242+282 =81+ 144+ 441+ 576 + 784 =2026..............cooo......
2026%9%27 = 2026 - 2026%%%6 = (92 + 122 + 212 + 242+282%)-2026%9%6 = ... ...l
=92.20262%°26 + 122 -2026%%26 + 212 - 2026%%26 + 242 - 2026%°%6 + 282 - 2026%°%° = ................

=92.2026%1013 + 122.202621%13 + 212202621013 + 242 . 202621013 1 28%2.202621013 = ... .......

=9%-(2026'°13)% + 122 - (2026'°13)% + 21% - (2026'°13)2 + 242 - (2026"°1%)% + 282 - (2026'°1%)% =
=(9-2026013)2 + (12-20261°13)% + (21-20261913)2 + (24 -20261°13)2 + (28 - 20261°13)?,

deci suma de cinci patrate perfecte ......... ..ot

Problema 2 Aflati cel mai mare numar natural n de 2026 cifre cu proprietatea ca

s(n) =3-s(n+1). Am notat cu s(n) suma cifrelor numarului natural ».

Solutie

Daca ultima cifrd a lui n este diferitd de 9, atunci s(n+1) = s(n)+1, de unde obtinem
s(n) =3-(s(n)+ 1), DU SE POALE . ... .ottt e 3p
Asadar n = A99...9, cu A numar natural cu ultima cifra diferita de 9, jar k > 0....3p

’ kcifre
Atuncin+1 = (A+1)00...0, deci s(n+1) = s(A)+1 care implica s(A)+9k = 3-s(A)+3
kcifre

deunde 2-s(A) =9k — 3 .. 6p
Obtinem k = 2p+ 1, numar impar, deci s(A) = 9p+ 3, de unde rezulta ca A are cel putin
P L e e 3p
Atunci n va avea cel putin 2p+ 1+ p+ 1 = 3p + 2 cifre, deci 2026 > 3p + 2 care implica
23 S (U 3p

Pentru a obtine cel mai mare numar n va trebui sa alegem cel mai mare numar A posibil,
avand cat mai multe cifre de 9 si cu ultima cifra diferita de 9, ceea ce implica p maxim,
deci p = 674. Obtinem n =99...930099...9 ... .. i 4,5p

674 cifre 1349 cifre



Problema 3 Se considerd numerele naturale z, ag, a4, .
8 7
-x*4a; -z +...+ay -+ as.

2026 = ag

a) Determinati numerele ag, a;, ..

..,ag astfel incat ay # 0 si

., ag mai mici sau egale ca 4 si numarul z care verifica

relatia data.

b) Determinati cel mai mic numar natural n astfel incét si existe ap < a; < ap < ... <
ag < n si r care verifica relatia data.

Solutie Cum 3% = 6561 > 2026 siao > lrezultdcE . <2..........ccoieiiia.... 3p
a) Pentru z < 1 obtinem 2026 = ag-2%+a; -7+ ... +a;-v+ag <4-9= 36, nuse
Poate, Aot & = 2. . i 1, 5p
Daciag=a; =...=as = 4, atunci ag-2°+a;-z2" +.. . +a;-z+ag = 21 —4 = 2044

Asadar trebuie si modificim wvalorile numerelor a; astfel incit suma si scadi cu
2044 — 2026 = 18. De aici rezulti imediat cd ag = a1 = a2 = a3 = 4.

Avem 18 =16+2=164+1+1=8+84+2=8+8+1+1=8+4+4+2=
S+4+44+14+1=8+4424+242=84+442424+14+1=84+4424+1+14+14+1=
8+2+2+24+24141 = 84242424+ 1+1+141 = 4+4+4+44+2 = 44444444141 =
44+4+4+24+24+2=44+44+44+2+24+1+1=4+4+4+2+1+1+1+1=
44+4+24+24+24+24+1+1=4+4+24+2+2+1+1+1+1, de unde obtinem
solutiile:

l.ay=3a5=4,a5=4,a;,=3,a3 =4;
D ay=3az=4,a5=4,a; =4,az = 2;
3. ay=4days=2,a5=4,a;, = 3,05 = 4;
4. oy =405 =205 =4,a;, = 4,05 = 2;
b.ay =4, a5 =3, a5 =2,a; = 3,as = 4;
6. ay =4 a5=23,a5 =2, 0, =4,a; = 2;
T.aa=4das =3, a6 =3,a: = 1,as = 4,
8. ay=4d,a5=23,a5 =3,0a;, =2,a; = 2;

0. ay=4,a5=23,a5=3,0;, =3,a; =0;
10, oy =4, a5 =3,05 = 4,07y = 0,as = 2;
11. oy =4, a5 =305 =4, 0, =1,az5 = 0;
12. ay =4, a5 =4,05 = 0,07 = 3,0z = 4;
13 ay =4, a5 =4,05 = 0,0y = 4,0z = 2;
14 ay =4, a5 =405 = 1,0, = 1,0z = 4;

15. ny =4, a5 =4,05 = 1,07y = 2,03 = 2;
16. ay =4, a5 =405 = 1,0, = 3,0z = (;
17. ay =4, a5 =405 = 2,0, = 0,05 = 2;
1B, as=das=das=2ar=1,as =0, ... i i, T.5p

Dacid x = 0, atunci ag 2026, deci nu putem obtine minimul. Daci z = 1 si
fg < 18, suma maximi posibild a celor 9 numere distincte este 10 4+ 11 4+ 12 +
12+14+154+164+ 17+ 18 = 126 < 2026. Pentru x = 2, daci ap = 3, atunci
ag-r*+ay-x"+...ta;-r+ag>3-224+4.27 4. +10-2+ 11 = 2035 > 2026,

LN =< o o T2 = 3p
Presupunem deci & = 2. Notdm up = ag, 4 = @1 — g, ..., U4 = g — ay. Cum
g < @) < ... < ag, rezultd ci ug,uy,...,uzg = 18l ag = uy + uy; + ... + us.

Relatia devine 2026 = up(2° — 1) + w1 (2% — 1) + ... + (22 — 1) + us(2 — 1), deci
2026 + ag = up - 2° +uy - 2 4. ..+ uy - 22 + ug - 2. Astfel, ag este par. Daci ag < 18,
atunci ag € {10,12,14,16}. Dupa impirtirea la 2 si dupi ce scriem u; = 1 4w,
termenii corespunzitori il g =wy =...=ug=1dau 224+ 2"+ ... + 2+ 1 =511.
Termenii suplimentari sunt v termeni de 256, v; termeni de 128, ..., vg termeni de
1, in total ag — 9 termeni. Pentru ag = 10,12, 14, 16, sumele suplimentare necesare



sunt 507, 508, 509, 510, iar descompunerile in baza doi au respectiv 8,7, 8, 8 termeni:
507 =256+ 128 +64+324+164+8+2+1, 508 =256+128464432+1648+4,

509 = 256+ 1284644324+ 164+84+4+41, 510 =256+1284-64432+16+8+442.

In fiecare caz sunt necesari mai multi termeni decat cei disponibili ag — 9, deci

Pentru z = 2,09 = 2,a1 = 4,02 = 6,a3 = 8,a4 = 10,a5 = 12,a5 = 14,a7 = 16,ag =
18, avem 2-28 +4-274+6-264+8-254+10-2*+12-2% +14-22 + 16-2 + 18 = 2026.
Inconcluzie, = 18 . .. 1,5p

Problema 4| Se considera o tabla cu 5 linii si 5 coloane. In cele 25 de patratele scriem
numerele 1,2, 3,...,25. Fste posibil ca sumele numerelor aflate pe fiecare linie si pe fiecare
coloand s& fie 10 numere diferite, iar fiecare numar din cele 10 si fie o putere de forma a?,

cu a si b numere naturale mai mari sau egale cu 27
prelucrare Gazeta Matematica

Solutie Cea mai mici suma posibild este 1 +2+3+4+5 = 15, iar cea mai mare suma
posibila este 21 + 22+ 23 + 24 4+ 25 = 115 ... ... e 7,5p
Numerele naturale de forma a® a > 2,b > 2 cuprinse intre 15 si 115 sunt 16 = 42,25 =
52,36 = 62,49 = 72,64 = 82,81 = 92,100 = 102,27 = 32,32 = 25, in total 9 numere...9p
Cum avem 10 sume si 9 valori distincte posibile rezulta ca nu se poate............... 6p

Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Problema 1 Calculati suma

ottt

108 180 89100
Solutia 1
18=9-1-2;54=;108=9-3-4;180=9-4"-5;...;89100=9-99-100 ........ 45p
1 1 1 1 1
e 3p
912 923 ' 934 945 9-99:100
9 S = b b 3p
12 ' 23 34 45 99-100
1 _1_ 1,1 1 1,1 1 1,1 1 1, 1 _1_ .1 3
12 1 2°23 2 334 3 445 4 5°7’99100 99 100 """ 4
9.s=--14 24l 1 i . 3p
1 2 2 3 3 4 4 s 99 100
1 1 99
9.S_I_E_1OO ..................................................... 3p
11
E ........................................................ 3p
Solutia 2
18 = 3:6; 54—6 9; 108—9 12;180 =12-15;...;89100 =297-300......... 45 p
S=—+—+—+—+ U 3p
912 = 12-15 297-300
3-S=— 44 3p
36 69 912 @ 12-15 297-300
3 _1_ 13 1 1 3 l_iL 1_1 3 1 1
36 3 669 6 9912 9 12 1215 12 15’ "’297300 297 300 P
COP T U U U W S L R S SR S i
3 6 6 9 9 12 12 15 297 300
100)
3.5 = s = 3p
3 300 300
(9
s=2 .32 1 2 _ W 3p
300 300 3 900 100



Problema 2 Fie triunghiul isoscel ABC cu <«B = «C = 70° si punctele £ €
(AC),F € (AB) astfel incat <ABE = 15° si <ACF = 30°. Stiind c& exista un punct
M € (BE) astfel incat M E = M F, demonstrati ca AM | BC.

A

=)
o]

Avem «EBC = 55° = «BEC = 180°—70°—55° = 55°. Asadar, «BEC = <EBC =
ABEC este isoscel = BO = EC (1) ..ot 3p
Totodata, <FCB = 40° = <«BFC = 70° = AFBC este isoscel == BC = FC (2)....3p

Din (1), (2) rezultyi FC = CE = ACFM = ACEM (LLL.), deci <FCM =

DB O M = 15 6p
Obtinem <MCB = 55° = <M BC = AM BC isoscel, deci MB=MC .............. 6p
Cum AB = AC, rezultd cd AM este mediatoarea lui [BC], deci AM 1 BC ....... 4,5p

Problema 3 Un numar natural n se numeste special daca printre divizorii sai sunt
si numere formate din doua cifre nenule si distincte si, pentru orice astfel de divizor d,
numarul n este divizibil si cu rasturnatul lui d. Determinati toate numerele speciale de
trei cifre.

Solutia 1

Cazul I: » are un divizor prim de forma ab,a # b. Atunci ba este de asemenea un
divizor al lui n. Daci a < b si ab | ba rezultd ci ab | 9(b — @), nu se poate, deci ab si ba
sunt prime intre ele. Dac# a > b, cum ab prim, obtinem iarasi ab si ba prime intre ele. Ca
UTTNATE, @D - DA | 7. ottt et et e 3p
Fie x = min{a,b}. Atunci ab- ba > z? - 121, deci = € {1,2}. Daci = = 2 obtinem y = 3,
deci ba = 32, dar atunci n va avea ca divizori si pe 16 si 61, nu se poate. Sau y = 9, dar

29-92 > 1000 Nl 88 POATE . oo ittt ittt e e e 3p
Dacd z = 1, cum 17 - 71 > 1000, rezultd c& y < 6. Atunci ab € {13,31}, implici
n=13-31=4038in=2-13-3L =806.....cc00iiiuiiiiiiiiiiieiiiaeanaaans 6p
Daci ab = 41 = ba = 14 = n are ca divizori si pe 82 si pe 28, deci n > 1000, nu se poate.
Dacd ab =61, atunci 7= 6116 = 976 . ... .o\ttt 3p

Cazul II: In cazul ramas, niciun divizor prim de forma ab, a # b, nu divide n. Atunci
orice divizor de doua cifre nenule si distincte care divide n este compus si are numai factori



primi din multimea {2,3,5,7}.

Daci 7 | n atunci 49 si 94 sunt divizori ai lui n, deci n > 1000, nu se poate.

Daca 7| nsi 5 | n atunci 35 si 53 sunt divizori ai lui n, deci n > 1000, nu se poate.
Daca 7| n si 3| n atunci 21,12,28 si 82 sunt divizori ai lui n, deci n > 1000, nu se poate.
Daca 7 | n si 2 | n atunci 14,41,82 si 28 sunt divizori ai lui n, deci n > 1000, nu se poate.
Daci 5% | n atunci 25 si 52 sunt divizori ai Iui n, deci n > 1000, nu se poate.

Daca 5 | n si 3| n atunci 15,51,17 si 71 sunt divizori ai lui n, deci n > 1000, nu se poate.
Daca 5 | n si 2 | n atunci n are ultima cifra egala cu 0, deci nu se poate.

Dacd 3% | nsi 2 | n atunci 18,81,27 si 72 sunt divizori ai lui n. Din 72 | n rezultd
12 | n, deci, din proprietatea din enunt, 21 | n. Asadar [18,81,27,72,12,21] | n, insd
[18,81,27,72,12,21] = 4536 > 1000, nu se poate.

Daci 3 | n si 2% | n atunei 12,21,28 si 82 sunt divizori ai lui n, nu se poate......... 7.5p

Solutia 2 Vom considera toate numerele naturale de 2 cifre ab,a < b, cu proprietatea
ci c.om.m.m.c.(ab, ba) este un numir de trei cifre............. ... .. ool 3p
Dintre acestea, pentru ab = 12, ba = 21, avem ca divizori sipe 2-7 =14, deci si pe 41,
insd n = [12, 21, 14, 41] nu este numir de 3 cifre.

Pentru ab = 13, ba = 31, obtinemn=13-31=403 ... ... ... ... 3p
Pentru ab = 14,ba = 41, avem ca divizori sl pe 2-41 = 82, deci si pe 28, InsA n =
[14,41, 82, 28] nu este numir de 3 cifre.

Pentru ab = 15, ba = 51, avem ca divizori sipe 17 81 71, insd n = [15,51,17,71] nu este
numér de 3 cifre.

Pentru ab = 16,ba = 61, obtinem n = 16-61 = 976...............ccoiiieireennia... 3p
Pentru a_£= 17, E_: 71, obtinem n =17 - 71 > 1000
Pentru ab = 18,ba = 81, avem ca divizori si pe 27 si 72, deci sl pe 12 s1 21, insd

n = [18,81, 72, 21] nu este numir de 3 cifre.

Pentru ab = 19, ba = 91, obtinem n = 19 - 91 > 1000

Pentru ab = 23, ba = 32, avem ca divizori si pe 16 si 61, insd n = [23, 32,16, 61] nu este
numar de 3 cifre.

Pentru ab = 24, ba = 42, avem ca divizori si pe 14 si 41, insd n = [24,42, 14, 41] nu este
numér de 3 cifre.

Pentru ab = 25, ba = 52, obtinem n = 25 - 52 > 1000

Pentru ab = 26,ba = 62, obtinem n =2-13-31 =806....................coiiaenn... 3p
Si asa mai departe, se analizeaza in continuare toate celelalte cazuri posibile, fird a mai
gasl alte solutiL

Pentru analiza tuturor cazurilor care nu genereazi solufil se acorda .............. 10, 5p



Problema 4.

20+3b 2643 2¢+3
a) Aflati numerele a,b, ¢ stiind ci a + b+ ¢ = 2025 si ot = + ‘- et a.
’ ! " oan+b b+e a+c

b) Aritati ci numerele a, b, ¢ sunt direct proportionale cu 12,9 si 11 daci si numai daci
a+2b 2b+3c  3ct+4e

b+e a+2 20+ 3a’

Gazeta Matematicd

Solutie

2) 2a+35225+3c:2c+30,%2+ b —94 ¢ _ n i} a—[—b:
ba—l—b b+c i+ c a+b ; b+c ; 4+ ¢ b
+c=a+c§1+g=1+_=1+2 E=_=E:ﬂ.—[— +c
c 0095 b c ] b e a b4cta
B=b == ——— =07 e 6p

3

h] !!;.‘}!!
f1 i} e ca+2b 30k 3 254 3c
ﬁ=§=ﬁ=:{u;’“‘ﬂ=12k,b=gr{-,ﬂ=11k,dﬁlm—ﬁ—E,a+2c—
Slk _ 3 3ct4da _ 8lk = E., ceea ce trebuia demonstrat. .. ... ... L 4, 5p

34k 2'25+3a 54k 2

n ‘:::!'!

a+20 2b+3c  3e+da 2a+2b)+26+3c+3c+4da 3

bte a+2 2b+3a  2b+c)tat2e+2b+3a 2 6p
Asadar ﬂb-:_% = % care implici 2a+b = 3¢ (1) si, analog, 4b = 3a (2) si Gc = Gb+a.
c
Din (2) rezulti g = g = 3k, deci a = 12k si b = 9k, de unde, inlocuind in (1),
ObtIneIn €= 10k e 3p
b
Cum k = % =3= %, rezulta cd numerele a, b, ¢ sunt direct proportionale cu 12,9
= 1 N 3p

Fiecare subiect se noteaza cu 0 — 22,5 puncte.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Problema 1 Fie ABCD un pitrat si triunghiurile echilaterale ABN si BDM, unde
N este in interiorul patratului, iar M in exteriorul patratului, astfel incit M si A sunt de
aceeasi parte a dreptei BD. Notim cu P simetricul punctului B fatd de ¢, ACNBN =
{Q}, PQNCD ={R},PMNBD = {S}, PM N AD = {T'}. Demonstrati ci

a) DPQM este romb;

b) Punctele S, N, R sunt coliniare;

¢) ANST este trapez isoscel.

(razeta Matematicd

Solutie

a)

b)

ADPB isoscel = DP = DB = DM = ADMP isoscel,eu ZPDM = 150° =
£ZDPM = ZDMP = 15° = Notim PM N CD = {V}. Atunci ZVPC =
30°, AVCP = AVCB (C.C.) = ZVBC = 30°. Dar ZNBC = 30° = V, N,
B coliniare.

vQ ve ve & pv

Cum VC || AB = OB — AB = Gop - P8~ PE Atuneci, din reciproca

teoremei bisectoarei, rezulti cid P() bisectoarea EVPB = VP =/0PB=15".
Dar Z/ZDMP = /PMQ = 15° = APQM isoscel cu ZMQP = 150° = DMQP

PVC = ACVB =60° = ZA5VB = /RVE = 60°, /5BV = ZRBV = 1" =
ABSV = ABRV (U.L.U.) = ABSR isoscel, BV bisectoare = BV 1 SR. Toto-
datd, ABCR = ABNR (LUL.) = ZBNR = /BCR =90° = RN 1 BN. Dar
BV | RS = RN, S colimiare. ... ...t i ea it iianieannn 6p



c) BN bisectoare in ABSR isoscel = SN = NR,ARNC isoscel = RN = RC si
ZRNC = ZRCN = 15° (deoarece ZNRC = 2 -75° = 150°).
Fie U € (I'M) astfel incat ZTAU = 120° = LAUT = 30°(LATU = £DT1 =
30°) = AAUT isoscel, deci AT = AU. Totodata, ZUAM = 15° deci AUAM
isoscel.

Din APCQ = ADAM = CQ = AM, ZCQN = 75°, /NCQ = 30° = ACNQ
isoscel = CN = CQ = ON = AM = ARNC = AUAM (ULU.) = AU =
RC & AT = SN(x).

Dar avem si ZNAC = /TMA = 15° = ST || AN (xx).

Din (x), (%) si T'S < AN rezulta ANST trapez isoscel ........................ 9p
2 x—2V2 —2026v2 2026z
Problema 2 Determinati z stiind ca + T V2 +---4 z V2 = :L.
e 2026 2025 1 2027
Solutie Avem
:1:—\/§+5¥;—2\/§+ x—2026v2 2026z | 1
2026 2025 1 2027 | V2
2027) 3 2w o .\ 2027)2: _9y3 20) . .\
.-,(::, . N N N
2026+/2 20272 2025/2 20272
2027)
— 20262
+ ? L R 10, 5p
V2 2027+/2
o B 2027v/2 | 2 — 2027 2v2 L ... 2026z —2027- 2026v2
2027 - 2026+/2 2027 - 2025+/2 2027+/2 B
:1:( ! + 2 +eee 2026 )—( ! + 2 + +226)0<:>
2027 - 2026v/2 2027 - 2025v/2 2027v/2 2026 2025 1
x 1 2 N +2026 1 N 2 2026
2027+/2 2026 ' 2025 1/ 2026 2025 1
= = L= (= 2027V 2 | 12
2027\/5 P




Problema 3 Se considera triunghiul ABC astfel incat AB = 15¢m, BC' = 12¢m,CA =

8cm. Fie punctele M € (BC),N € (AC) astfel incit BM = 8cm,CN = 6Gem, {P} =
PE 2

IN i ?) astfel incat —— = —.

MNNAB si FE € (PC) astfel incat 70 " &

a) Determinati AP.

b) Daca paralela prin ¥ la AB intersecteaza dreapta AC in punctul R si dreapta AM
in punctul S, aratati ca R = RS.

Solutie

a) Din teorema lui Menelaus aplicata in AABC cu transversala M — N — P, avem
MO NA PB_ 1= 12 P8 = 1, de unde deducem PB_ 6 = PB—PA _
IV[B 'NC PA 8 6 PA PA 1 PA
T demm*I#PA:Scm .......................................... 7,5p

b) Fie {F'} = SRNBC. Din teorema lui Menelaus aplicata in ASFM cu transversala

AS RF CM AS BF
A-R-C Ita . . =1. Dardin 'S || AB = T.Thal
RF o ;FAMBE‘%S CFCF Bf'.;r i ” AM CFBM( CFE e
Deci 75 — oM BF - BF CM Dar FE || sz}ﬁ:ﬁ’ deci
RF CE BM g
RS — EP O tttturttutieresseesiscii P
Di . . i © d PE AB CM 2 15 4_1 1t
in reciproca teoremei lui Ceva, ec(:-;rgece ﬂf g AAB A % ; £ IEB 'g = 1 rezultd
BE, PM,CA concurente, de unde TP MC AP RS — AP (%) ........ 3p

o _ RE CR ) RE CR RF
Totodatd, din F'R || AB si RE || AP avem AB ~ AC ¥ AP T AC

ii = gg = ﬁg, de unde, din (*), obtinem c& % = gg = RE=RS..... 6p




Problema 4 Demonstrati ca numarul
(4-1*+1)@-2*+1)(4-3*+1)---(4-20° +1)

este patrat perfect.
Selutie Notdm cu PP numairul din enunt. Observim ca pentru orice numar natural &
avem descompunerea

4k +1 = (28 — 2k + 1)(2k* + 2k + 1).

................................................................................. 6p
Dar
U +2k+1=20k+1P -2k +1)+1.
Notam
a, =2k —2E+1, k=1,2,..
Atunci
AP+ 1 =ararp, k=12, ..
................................................................................. 6p
Prin urmare,
20
P =[] axtes1 = (2105)(azas) - - - (azpaz),
k=1
deci
20
P = Lyl Hai
=2
............................................................................... T,.0p
Cum
ap=2-12—2.1+1=1,
sl
asy =2-21°—2.921 +1 =882 — 42 + 1 = 841 = 20%,
obtinem
20 2
P =297 (H ak) :
k=2
Deci
2{' 2
P = (Zﬁnah) ,
k=2
adicd P este patrat perfect.
................................................................................. 3p

Fiecare subiect se noteazd cu 0 — 22,5 puncte.
Se acordda 10 puncte din oficiu.
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Problema 1 Determinati cea mai mare si cea mai mica valoare posibild a numéarului

= /4 —a?+ 4 —b + V4 —c2, unde a,b, ¢ sunt 3 numere reale cu proprietatea ci
a’ + b + ¢ =6.

Solutie Din conditiile de definitie ale radicalilor, avem a,b,c € [-2,2].............3p

Folosind inegalitatea (z + y + 2)? < 3(2? + 3 + 22), obtinem
N? = (\;"4—aﬁ+x_f4—bz—[—xf4—cﬂjz < 3[(VI—a@?+ (VI—B02)2+ (VI—@)?] =
3{12 — B —)=3(12—-6)=18,deci N <3vV2. ... 6p
n cﬂnclume maximul lui N este 3\«@ si se atinge pentru al=V=c=2........... 3p

Putem presupune, firi a restringe generalitatea, cia® < P < 2 = 0<a
Folosind inegalitatea /x + /¥ > /T +y, obtinem N = /4 —a? + v4 — 2 + /4 —

x_f4—a2+v"8—bz—c2 J4—a2+v"2—!—ﬂ2 ........................................ Ip
Atunei, notind t = a?, avem

N2> (4—t+24+1)4+2/A— ) (2+1)=64+2/8+t(2—1) 2 6+2vV8 = (2 +v2)?,

eel N = 24 v e 4,5p
Asadar, minimul lui N este 2 4 V2 si se poate atinge pentru a?=0,=2>"=4...3p

Problema 2 Fie ABCDA'B'C'D)' un cub si M, N, P, J mijloacele muchiilor BC,
AD, CC’, respectiv DD’. Notim AM N BD = {E},CNNnBD = {F},DPnCD" =
{E'},C'QNn CDY = {F'}. Demonstrati ca

a) EE' = FF'si EE' || (AC'Q);
b) Determinati sinusul unghiului dintre dreptele EE’ si FF";

¢) Demonstrati cd EE’ || (GFF'), unde G este centrul de greutate al AABD.
Gazeta Matematicd

Solutie NotAm AB = 2.

DE' Dr 21

| b2

a) Stim ci DP - DD+PC -3~ 73 In mod analog, DB = 3 Din reciproca
teoremei lui Thales in ABDP, rezulti EE' || PB, de unde obtine, folosind T.F.A.,
EFE =3PB.

Cum BP L AQ = EFE' | AQ si EE' — 24Q = EE' | (AC'Q). Analog,
FF'|ND'si FFF=2D'N. Cum ND' = AQ = EE' = FE oo 7.5p



b) Din EE' || AQ,FF' | ND' = Z(EE',FF') = Z(ND',AQ) = ZATN, unde {T} =
AQnND'N.
Din ATQD = ATNA(LLL)=TN=TQ= ATDQ =ATDN (LL.L)= DT
este bisectoarea lui /D = D, T, A" puncte coliniare, deci T este centrul de greutate
al li AD'DA = D'T=TN -2 = %E\fg

AT -TN -sin ZATN _

= 1 1 |
Totodata, Apran = gAaapp = 5Aapep = 5, dar Apran =

2
512 3
9 sin ZATN. Din cele doua relatii, obtinem ca sin ZATN = FRRRRREEERTITE 7,.5p
A ]
Q




¢c) Flie FFR1 CD,Re (CD)si FFRNCQ = {S} = gg = ;;j = SE’ =2. Cum G
este centrul de greutate al AABD = G € A0 s1 AG=2G0 =2z = CG =4z sl
CG 4z cs CG R.T.Th. :

——=—=2=_——= =" g A EE" | A EE' || GS.

CR _CF _CG

Deoarece = 2= R, F, G coliniare = R € (FGF') = S €

D~ FN A
(FGF') = GS c (FGG") = EE' | GS si GS € (FGG") = EE' || (GFF")...7,5p

Problema 3 a) Aritati ¢i nu existd numere prime p;, ps, p3 cu proprietatea ci
2, 2 2
D)+ P+ Dy

este patrat perfect.

b) Determinati toate tripletele de numere prime (py, ps, pa) cu p; < ps < p; astfel incét
pi +4p3 + 9p3

este patrat perfect.
Solutie.

a) Presupunem ci existi numere prime pg, ps, p3 81 un numiér natural nenul n astfel
incét:
2 9 2 2
Pt tp=n.

Deoarece expresia pi +ps+p3 este simetrici in raport cu py, ps. p3, putem presupune,
fara pierdere de generalitate, ca py < p2 < pa.

Orice numar intreg are forma 4k, 4k + 1, 4k 4 2 sau 4% + 3, deci patratul sau are
forma 4k sau 4k + 1 (adici este fie multiplu de 4, fie cu restul 1 la impértirea prin
4). Prin urmare, orice pitrat perfect este de forma My sau My + 1.

Daca p, # 2, atunei py, ps, p3 sunt toate impare, deci patratele lor sunt fiecare de
forma My + 1. Suma lor are astfel forma M, + 3, care nu poate fi pitrat perfect.
Prin urmare, p; = 2.

Daci p; # 2, atunci p; si p; sunt impare, deci p3 si p3 sunt de forma Ad; +1. Suma
4 + p3 + p3 are forma My + 2, care iarfsi nu poate fi pitrat perfect. Prin urmare,
P = 2.

Ajungem la ecuatia:

d4+4+p3=n" = n'—pi=8 = (n—ps)(n+m)=8.



Deoarece n si py sunt numere naturale cu n > p3, lar n — p3 sl n + p3 au aceeasi
paritate si produsul lor este 8, singura factorizare posibili cu ambii factori de aceeasi
paritate si ambii pozitivi este 2 x 4. Aceasta dA:

n—p3=2 nt+m=4 = pm=1,

ceea ce este imposibil deoarece 1 nu este numar prim.

Prin urmare, nu existi nicio tripleti de numere prime cu proprietatea ceruta.

Presupunem ci existi numere prime pi, P2, p3 51 un numair natural nenul n astfel
incét:
2 2 2 2
pl +4p2 +gp3 =T".

Folosim din nou faptul ci orice pitrat perfect este de forma M4 sau M+ 1, iar 4p3
este intotdeauna de forma M,. Tinem cont si de conditia din enunt p; < ps < ps.

Daci p; # 2, atunci p; este impar, deci p} este de forma M, + 1. In plus, din
1 < pa < p3 rezulti ci si pz este impar. De asemenea, 9 = 4.2 4 1, deci daci p3
este impar, Qp% este tot de forma My + 1. Suma pf —I—4p§ + Q‘j.'-l% ar fi atunci de forma
My + 2, care nu poate fi patrat perfect. Prin urmare, p; = 2.

Avem acum pj = 4, deci ecuatia devine:
4+ 4p; + 9p3 = n’.

Analizim resturile la impartirea cu 3. Orice numér prim diferit de 3 nu este multiplu
de 3, deci patratul siu lasi restul 1 la impértirea prin 3. Termenul 9p3 este multiplu
de 3. Termenul 4p3 lasi acelasi rest la impirtirea prin 3 ca p3. Iar 4 = 3 + 1 lasi
restul 1 la impartirea prin 3.

Daci py # 3, atunci p} lasa restul 1 la impirtirea prin 3, deci 4 + 4p2 + 9p2 lasi
restul 1 4+ 1 = 2 la impértirea prin 3. Dar un patrat perfect nu poate lisa restul 2
la impértirea prin 3 . Prin urmare, p; = 3.

Ecuatia devine:
4+36+9p3=n* = Op:+40=n’

adica:
n?—0pl=40 = (n—3p;)(n+3p;)=40.

Deoarece 1 — 3pa si n+ 3ps au aceeasi paritate (suma lor este 2n, numér par), ambii
trebuie si fie de aceeasi paritate. Factorizarile lui 40 cu ambii factori pozitivi si de

aceeasi paritate sunt:
(2, 20) si (4, 10).



iar ps = 3 este NUmMAr prim.
Cazul (n — 3ps, n+ 3pz) = (4, 10):
m=1d=n="7, Ops =6 = py =1,

iar p; = 1 nu este numar prim.

Prin urmare, singurul triplet de numere prime care satisface conditia din enunt este:

(p1, p2, P3) =1(2, 3, 3), cun=1L

Problema 4 Consideram o prismi cu baza poligon regulat cu n laturi, n > 3. Nu-
merele 1,2, 3, ..., 2n se scriu, la intimplare, in virfurile prismei. Notim cu my,m,,.. .,
M, 2 Media aritmeticd a numerelor aflate in virfurile fiecirei fete a prismei si cu M media
aritmetici a numerelor my,ma, ..., Mpy2. Caleulati partea fractionara a lui M.

Solutie
Consideram m,, ma, ..., M, mediile aritmetice ale numerelor aflate pe fetele laterale.

AL+2+---+2n)

FieSi=m+ms+---4+m, = (fiecare varf apare in doui fete).

4
Obtinem
n(2n +1)
2 =
! 2

................................................................................. 6p

Fie m,,,, m,,» mediile aritmetice ale bazelor si
1+24+3+4+---+2 2n(2 1
Sp = Mt +Tirs — +2+3+---+2n n(2n + ]:En—i—l
11 n

................................................................................. 6p

Atunci
n(2n + 1)
My +my+ M Si4S8 g T Tl oninm+2)
ﬂ’f - = = — —
n+2 n+ 2 n+ 2 2(n +2)
B nm+1 B 1
~T g "~ "T3

................................................................................. 6p

Cumne N, rezultd {M} =0,5.. .. 4,.5p

Se acordda 10 puncte din oficiu.



